GYOK(OS EGYENLETEK

Ha két valos szam egyenld, akkor a négyzetiik is egyenlé: A=B = A =F.

Ezért ha egy szam megoldasa az egyenletnek, akkor megoldasa annak az egyenletnek is, melyet ugy kapunk, hogy az

egyenlet mindket oldalat négyzetre emeljik.

Visszafele azonban nem teljesiil ez az allitas. Ha két szam négyzete egyenld, akkor lehet, hogy a szamok killonbézok vol-
tak: nevezetesen egymas ellentettjei.
A'=BF = A=BvagyA=-B.

Ezért a negyzetre emelés altalaban nem ekvivalens atalakitas. A négyzetre emelés utin kapott egyenletnek tébb megoldasa
lehet, mint az eredeti egyenletnek. Kaphatunk hamis gyokét, azaz olyan érteket, amely eleme ugyan az ertelmezesi tarto-
manynak, de az eredeti egyenletnek nem megoldasa.

Ezért a négyzetre emelés utan nagyon fontos az ellendrzeés.

Neégyzetgyikos egyenletek megoldasa:

‘ Hatarozzuk meg az értelmezési tartomanyt! Negyzetgyokjel alatt nem dllhat negativ szam.

' . ' Négyzetre emelés elott, ha lehet, rendezzik
1 ¥ )
—> | Oldjuk meg az egyenletet! ugy, hogy a gydkos tag onmagaban alljon!

T Vigyazat! Kaphatunk hamis gyokot!
- !
‘ B lendrizain.t Helyettesitsiink be az eredeti egyenletbe!

Hol rejti el a grafikon az algebrai megoldas soran keletkezd hamis gyokot?

A négyzetre emelés utan nemcsak azokat a gyokiket keressiik, amelyek esetén a figgvény-
ertekek egyenlok, hanem azokat is, amelyek eseten a figgveényértékek egymas ellentettjei,
hiszen ezek négyzete is egyenlo. Tehat nemcsak azokat a helyeket, ahol a g fiiggveny grafi-
konja metszi az ffiiggveény grafikonjat, hanem azokat a helyeket is, ahol a g fiiggveény gra-
fikonja metszi a —f fiiggveny grafikonjat. Az abran lathato, hogy ez még egy metszéspontot

jelent. Ennek a pontnak az elsé koordinataja felel meg az algebrai levezetésben kaphato

hamis gyiknek.
A grafikus ut azt is megmutatja, hogy sokféle helyzet eloallhat. Lehet 0; 1 vagy 2 megoldas, és ezek kozott a hamis gyokok

szama is lehet 0; 1 vagy 2.

nincs gyok ket gyok van, ket hamis gyok egy gyik van,

nincs hamis gyék nincs hamis gyok



A grafikus at azt is megmutatja, hogy sokféle helyzet elodllhat. Lehet 0; 1 vagy 2 megoldas, és ezek kizitt a hamis gykok

szama is lehet 0; 1 vagy 2.

nincs gydk két gydk van, két hamis gyok egy gyok van,

nincs hamis gyok nincs hamis gyok




FELADATOK

1. Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan!

Vvxi4+3I4+1l=3x

Megoldis

1.

Eloszir hatarozzuk meg az ertelmezési tartomanyt.
A negyzetgyokjel alatt nem allhat negativ szam, ezert

x+3 = 0,vagyisx = —3.

Ha négyzetre emeljitk a v x + 3 + 1 kifejezest, akkor a

nevezetes azonossag alapjan ezt kapjuk:

(Vx+3+1F=(x+3)+2-Vx+3 +1L
Ebben a kifejezésben ugyanugy talalhato négyzetgyo-
kos tag, mint az eredetiben. Ezert negyzetre emeles

elott rendezziik at az egyenletet: vx+3 =3x— L.

Ha ket szam egyenld, akkor a negyzetiik is egyenlo.
Ezert ha egy szam megoldasa az egyenletnek, akkor
megoldasa annak az egyenletnek is, melyet ugy ka-
punk, hogy mindkét oldalt negyzetre emeljiik.
(Vx+3) =(3x -1y
Vegezzilk el a neégyzetre emelest, s rendezzik az
egyenletet!
x+3=9x"—6x+1

0=9x"—7x—2
A megoldokeplet alapjan az egyenlet gyokei: x, =1

2

s x, = —=,
- 9

Mindket gyok eleme az ertelmezesi tartomanynak, hi-
szen nagyobbak, mint —3. Ellendrizziik a megoldasokat

az eredeti egyenletbe valo behelyettesitéssel!

x, =1 VI+341=31
S— 2 -
w=-2 [ Ziar1s3(-2)
Az ellenorzeésbol kiderilt, hogy csak az egyik megoldas

helyes: egyetlen megoldas van, az x = 1.




2 . Oldd meg az egyenletet a valos szamok halmazan, grafikus aton! Vi+3=3x—-1

Megoldas
Abrazoljuk kizos koordinita-rendszerben az fix) = v'x+ 3 ésa g(x) = 3x — 1 fiiggvénye-

ket! Az f fliggveny értelmezesi tartomanya [—3; ©2[, a g fiiggveny ertelmezési tartomanya R.

Az f fuggveny grahkonjat ugy kapjuk, hogy az x — V'x fiiggveny grafikonjat eltoljuk az x

tengellyel parhuzamosan balra (negativ iranyban) 3 egyseggel.

Az abraral leolvashato, hogy egyetlen metszéspont letezik, s ennek elso koordinataja x = 1.
Mivel a leolvasas lehet pontatlan, fontos behelyettesitéssel ellenorizniink. x =1 eseten

va=3-1 teljesiil, ezért egy megoldas van: x = 1.

‘.




1 5 Oldd meg a Vi+3+9=2x egyenletet a valos
szamok halmazan!

a) Allapitsd meg az egyenlet értelmezési tartoma-
nyat!

b) Rendezd at az egyenletet Ggy, hogy ha négyzet-
re emeled az egyenlet két oldalan allo kifejezest,
akkor ne maradjon benne négyzetgyok!

c) Vegezd el a negyzetre emeleést!

d) Oldd meg a keletkezo masodfoku egyenletet!
Benne vannak-e a kapott gyokok az egyenlet
ertelmezesi tartomanyaban?

e) A masodfokd egyenlet gybkei kozil melyik
gyoke az eredeti egyenletnek, és melyik nem?

Megoldds:







Ebben a feladatban egy-egy négyzetgyokos egyen-
let megolddsanak részleteit lathatod. Eldszor al-
lapitsd meg az egyenlet értelmezési tartomdnyat!
Utdna figyeld meg a megoldds és egyenletrendezés
soran felirt egyenleteket! Dontsd el minden egyen-

letrdl, hogy ekvivalens-e a valés szamok halmazan
a folotte 1évo egyenlettel!

a) vx+14+x=16 b) x=v3x—2+4
Vx+14 =16—x x—4=v3x—2

S

x+14 = (16 — x) (x— 4y =3x—2
x*—33x+242=0 x*—11x+18=0
Megoldds:
a) feladat

Ertelmezési tartomany:
r+14>0=x>—-14

1. 1épés:
Vvet+ld+r=16 - v +14=16 — =z
Ekvivalens?

Igen. Mindkét oldalbdél kivontunk x-et. Ez egy megengedett mérlegelv-miivelet.
2. 1épés:
Ve t1d=16—z — z+ 14 = (16 — z)?
Ekvivalens?
Nem. A négyzetre emelés nem ekvivalens atalakitas. Behozhat olyan megoldast, ahol 16 — x
eredetileg negativ volt (mivel a négyzetre emelés eltiinteti az el6jelet).

3. 1épés:
z+14=(16—z)> - 22 — 33z +242 =0

Ekvivalens?

Igen. Ez csak a kifejezések kibontasa és nullara rendezése.
b) feladat

Ertelmezési tartomany:
3m—220;‘»3m22:‘»x2%

1.1épés:
rT=V3r—24+4—x—4=+3x—-2
Ekvivalens?

Igen. Mindkét oldalbél kivontunk 4-et. Ez egy megengedett mérlegelv-miivelet.
2.1épés:
r—4=+3r 2> (x4 =3z 2
Ekvivalens?
Nem. A négyzetre emelés nem ekvivalens atalakitis. Behozhat olyan megoldast, ahol az eredeti
egyenletben x—4 negativ lett volna, a négyzetre emelt alakban mar pozitivként viselkedne (mivel a
négyzetre emelés eltiinteti az el6jelet).
3.1épés:
(x—4)?=3z—-2 52> 11z +18=0
Ekvivalens?
Igen. Ez csak a kifejezések kibontasa és nullara rendezése; algebrai atalakitas.




= Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!
a) v3i—-2x—x=6

b) vx+3+2x=4

c) x—v’E::L

Megoldds:

a)

V3-2z-x=6

1. Rendezés és négyzetre emelés:

V3—2r=x+6
32z = (z +6)

32z =2z’ 12z + 36
2. Masodfoku egyenlet:
2’ + 14z +33 =10
A gyokok a megolddképlettel: x;1 =—3, xo =—11.
3. Ellend6rzés:

Haz = —3:4/3 —2(-3) — (—3) = V94 3 = 3 4+ 3 = 6 (Igen, ez megoldas).
Haz = —11: /3 —2(—11) — (~11) =25+ 11 =5 + 11 = 16 # 6 (Ez

hamis gyok).
Tehat a megoldas: x =—3
b)

Jr+3+2x=4

1. Rendezés és négyzetre emelés:

ve+3=4-2z
z+3=(4-2z)°

z+3=16— 16z | 4z°
2. Masodfoku egyenlet:
42 — 1Tz +13=0
A gyokok a megoldoképlettel: x; = 1, x2 = 3,25.
3. Ellenorzés:

Haz = 1:4/1+ 3 + 2(1) = 2 + 2 = 4 (Igen, ez megoldas).
Haz = 3,25: /3,25 + 3 + 2(3,25) = 2,5 + 6,5 = 9 # 4 (Ez hamis gydk).

Tehat a megoldés: x=1



c)
r—+2r=4
1. Rendezés és négyzetre emelés:

r—4=+2z
(z —4)* =2z

z’ — 8z + 16 = 2z
2. Masodfoku egyenlet:
a2 — 10z +16 =0
A gyokok a megolddképlettel: x1 = 8, %, = 2.
3. Ellen6rzés:
Haz =88 — 1/2-8 =8 — 4 = 4 (Igen, ez megoldas).

Hax =2:2 — 4/2-2=2— 2 =0 # 4 (Ez hamis gyok).

Tehat a megoldas: x =8




Oldd meg az egyenleteket a valos szamok halmazan!

Yx+3=+v2x—1

Vix+a+v/a—-x=0

Megoldds:

a)

Vr+3=+2z -1

Mivel mindkét oldalon egy-egy négyzetgyok all, a két oldal akkor egyenld, ha a gyok alatti kifejezések is
megegyeznek (feltéve, hogy értelmezhetdek).

1. Kikotések = Ertelmezési tartomany
z+3=>0=2> -3

2¢ - 1>0=2>0,5
K6z06s tartomany: x > 0,5
2. Megoldas:
Emeljiik négyzetre mindkét oldalt:
z+3=2zx-1
Rendezziik az egyenletet (vonjunk ki x-et és adjunk hozza 1-et):
4=x
3. Ellend6rzés:

A 4 benne van az értelmezési tartomanyban (4 = 0,5).
Behelyettesitve:

VI+T3=4Tés/2-4-1=4T

Tehat a megoldés x = 4.

b)
4/ 23; | —1 | 4/ —'1 T = 0
Ez egy nagyon érdekes egyenlet. [tt a szamolas helyett érdemes a négyzetgyok tulajdonsagaibdél kiindulni:

e Tény: A négyzetgyok értéke a valds szamok kérében soha nem negativ (=0)
e Logika: Két nemnegativ szam 6sszege csak akkor lehet 0, ha mindkét szam kiilon-kiil6n is 0.

Vizsgalat:
e Az els6 tag akkor nulla, ha
2r+4=0=x=-2.
e A masodik tag akkor nulla, ha
4 -zrz=0=x=4

Kovetkeztetés:
Nincs olyan x érték, amely egyszerre tenné nullava mindkét kifejezést.
Ha x = —2, akkor az egyenlet igy nézne Kki:

0+6#0.
Ha x = 4, akkor:

V12 +0 #£0.

Barmilyen mas szam esetén pedig két pozitiv szam 6sszege pozitiv lesz.

Megoldas: Nincs megoldasa a valds szamok halmazan.




